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SEGITSEGEVEL

HAJDER LEVENTE

1. BEVEZETES

A Lagrange-féle multiplikatoros eljarast Joseph Louis Lagrange (1736-1813) olasz
csillagész-matematikus (eredeti nevén Giuseppe Lodovico Lagrangia) fejlesztette ki
a XVIII. szazad végén. Lagrange univerzalis megoldast adott feltételes szélsdérték-
keresési problémakra.

2. A PROBLEMA

Adott egy vektor-skalar koltségfiiggvény f(z) (ahol x = (z1,z9,...,2n5) N di-
menzios vektor), amelynek g1 (x) = c1,...,gp(z) = ¢p megkotések (Gsszesen D darab
megkotés) mellett szeretnénk a szélsoértékét megtalalni. Mindezt az aldbbi dbra
alapjan el lehet (kétvaltozos esetben, egy megkotéssel) képzelni:

f(x.y) = d

A (kékkel rajzolt) szaggatott vonal mutatja a koltségfiiggvény szintvonalait, a
folyamatos (zold) vonal pedig a megkotést. A feladat a zold vonal mentén a kolt-
ségfliggvény maximuménak (vagy minimumanak) meghatarozésa.

3. MEGOLDAS

Az abrén jol latszik, és be is lehet kénnyen latni, hogy abban az esetben, amikor
szélséérték van a g1 () = ¢1,...,gp(x) = cp felilletek mentén, akkor a g(x) fliggvény
normélvektora egyben az f(z) felillet normalvektora is,. Ezt matematikailag ugy
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fogalmazhatjuk meg, hogy a két feliilet in. gradiens vektora parhuzamos egymassal,
azaz egymésnak skalarszorosa:

V@) =-Avg(z)

ahol X\ egy (egyelore ismeretlen) nemnulla valés szam, ypedig az tn. gradiens
operator, amelyik a parciélis derivaltak alapjan képzi a gradiensvektort a jol ismert
moédon.

Ennek alapjan mar le lehet irni a megoldast: az eredeti koltségfiiggvényiinkhoz
1j tagokat kell hozzdadni, és igy modositott koltségfiiggvényt kapunk, melyet F(x)-
szel jeloliink:

majd a modositott F(z) koltségfliggvénynek nemcsak az eredeti x vektor szerinti,
hanem a most bevezetett \; paraméterek szerinti széls6értékeit is meg kell talalni.

Azaz az alabbi egyenletrendszert kell megoldani:
OF (x) -0

T
OF (x) -0
Zo

OF (x)
TN
OF (x)
A1
OF (x)
A2

OF(z) _ 0

X
AZDF(x)kéltségfﬁggvény x1,...,ryszerinti derivaltjai a gradiensekre adott megk&téseket
adjak vissza, mig a A\;-k az eredeti megkotéseket adjak. Fontos megjegyezni, hogy
az i-dik megkotésbe bevittiik a ¢; konstanst, ami a parcialis derivaltakat nem rontja
el, hiszen a konstans derivéltja nulla. A \;-k szerinti derivalés viszont igy visszaadja
az eredeti megkotéseket.

4. PELDAK

4.1. Korbe irhatdé legnagyobb teriiletii téglalap meghatarozasa. Feladat:
Adott egy r sugartu kor, keressiik meg azt a legnagyobb teriilet téglalapot, amelyik
beleirhato a korbe. A téglalap oldalait jeldljiik a-val és b-vel.
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o

Eredeti kolségfiiggvény: f(a,b) = a-b. Egyetlen megkotés van: (a/2)?+ (b/2)% =
2

re.
A modositott koltségfiiggvény: F(a,b) = a-b+ M(a/2)% + (b/2)? = r?]
A megfelel parcialis derivaltak:

OF(a,b) b a—0
Oa
0F(a,b) B
T +Ab=0
OF (a,b)

o (a/2)* + (b/2)* =r* =0

Az elso ketto feltételbol adodik, hogy g = § = —A, ebbdl pedig kijon, hogy a = b
(tovabba A = —1, de ez 6nmagaban érdektelen). Tehat a megoldas — a varakoza-
soknak megfeleloen — egy négyzet. A harmadik 6sszefiiggésbe behelyettesitve kijon,
hogy a?/2 = 12, azaz a = v/2r a négyzet oldala.

4.2. Pont és egyenes tavolsaga kétdimenzioban. Adott egy pont p = (ps,p,)T
és egy egyenes axr + b = y. Keressiik az egyenesen azt a pontot az egyenesen,

amelyiknek a legkisebb a tavolsaga p-tol.
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y=ax+b

X (R

A tavolsagot négyzetreemelhetjiik, az nem befoly4solja a minimumhelyet.

A
feladat tehat a J = (x — p,)?(y — py) *kolségfiiggvény minimuménak meghatéarozasa
ax + b =y kényszer segitségével.

A modositott koltségfliggvény igy néz ki:

J = (x—p:)?+ Y —py)’ +Maz+b—y)
A parcialis derivaltak:

/
a@i =2(x—py)+Aa=0

oJ’
— 9y — A=
o (y — py) 0

!

B =ar+b—-—y=0

A masidik egyenletbdl kijon, hogy A = 2(y — py). Ezt behelyettesithetjiik az
els6be, és azt kapjuk:

2(x — ps) +2a(y —py) =0
Ebbdl pedig y = —7m_p“a_a”*’.

Ezt a harmadik egyenletbe téve kapjuk, hogy:

az+b+7xipmiapy =0
a
Ebbdl pedig kijon, hogy

De + apy — ab
r=-—-———
a2 +1
Ezzel megkaptuk a végeredményt, hiszen y kdnnyen szamithaté x visszehelyettesitésével:
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o+ap,—ab
T — Py — APy £ agl—)i-yla 7pfiapy77px+apy_ab_pm_apy_a2pm

a a a(a? +1)
ab + (I2p$ + agpy - (b + Pz + @2py)
a(a®? 4+ 1) N a?+1
Erdekes lehet még a (z,y)7 és (ps,py) kozdtti tavolsag:

d= \/(I*p$)2+(yfpy)2

2 2 2
= + ap, — ab b+ p. +a“p
J2 <p Yy pm> <( y) py)

a?+1 a?+1
2= fa2p1+apy —ab 2+ b+ ps fazpy 2
- a?+1 a? 41

V/(=a?p, + ap, — ab)? + (b+ p, — a’p,)?

d:
a?+1

3
— APy



