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1. Az = b (INHOMOGEN) EGYENLETRENDSZER OPTIMALIS MEGOLDASA

1.1. Tétel. Az Az = b tulhatarozott inhomogén egyenletrendszer legkisebb né-
gyzetes optimélis megoldédsa az © = (AT A)~1ATb vektor.

1.2. Bizonyitas. Adott tegy Ax = b egyenletrendszer, ahol az x vektor n darab is-
meretlent tartalmaz, és dsszesen m darab egyenletiink van (tehat A matrix méreten
m X n). A feladat legkisebb négyzetes értelemben minimalizalni az € = Az — b hi-
bavektort. A koltségfiiggvény ezért igy irhato fel:

J=e"e=(Az —b)T(Azx —b) = (2T AT — ") (Az — D)

J=aT AT Az — 20T Az +bTb
Ennek pedig az x szerinti parcialis derivaltja adja a megoldast, ha egyenls zérus-
sal:

97 _ 24T Az —24Tb =0
ox

Azaz a megoldés:

z=(ATA)"1 ATy
Megjegyzés: az (AT A)~1AT kifejezést az A métrix Moore-Penrose-féle pszeu-
doinverzének is szokés nevezni. Ezt akkor is ki lehet szdmolni SVD segitégével, ha
(AT A) métrix szinguléris, azaz nem létezik inverze.

2. Az =0 (HOMOGEN) EGYENLETRENDSZER OPTIMALIS MEGOLDASA || z [|=1
MEGSZORITASSAL

2.1. Tétel. Az Ax = 0 tulhatarozott egyenletrendszer megoldasa || = ||= 1 megkotés-
sel az AT A matrix legkisebb sajatértékéhez tartozo sajatvektor.

2.2. Bizonyitas I.. Vezessiink be egy hibafliggvényt: J =|| Az |.

Lagrange optimalizalassal hozzacsaphatjuk a ||z ||= 1 kényszert J' =| Az ||
“A1—[| X |) =2TAT Az — \(1 — 2Tz).

Mindezt derivalva x szerint:

5J’

2 =2AT Az — 202 =0
ox

AT Az = M\
1
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Azaz a hibafiiggvény szélsGértékei (minimum vagy maximum) akkor kévetkezik
be, amikor = az AT A sajatértéke.
A hibafiiggvény minimuma ezekben az esetekben:

J=aTAT Az = xaTe = A
Ez nyilvdnvaléan akkor lesz a legkisebb, ha a legkisebb M-t valasztjuk (AT A

szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix, tehat az Gsszes sajatértéke nemnegativ),
azaz x az AT A matrix lekisebb sajitértékéhez tartozé sajatvektor.

2.3. Bizonyitas II.. A feladat, hogy a J =|| Az ||hibafliggvényt minimalizaljuk.
Hasznaljuk A szingularis érték szerinti felbontasat: A = USVT, ahol tudjuk, hogy
U és V egyarant ortonormalt matrix. A hibafiiggvény igy néz ki:

J=|UsvTz |
Mivel U ortonormélt (azaz csak egy elforgatdst reprezentdl), igaz, hogy | USV Tz ||=||
DVTz ||. Ezen tul vezessiik be az y = VT x jeldlést. Az is igaz, hogy || VT ||=||
x ||=1, hiszen V is ortonormalt.
Tehat a hibafliggvény igy irhaté fel (|| y ||= 1megkdtéssel)

J =[Syl
Mivel S diagonal matrix (csak a f6atloban vannak elemek), és az atlo cstkkend
sorrendben pozitiv szinguléris értékeket tartalmaz. A hibafiiggvény akkor lesz min-
imalis, ha y = [0,0, ...,0,1]7. Ebben az esetben z = V11[0,0,...,0,1]7, azaz z az V'

tartozé sajatvektor.

2.4. Kévetkezmények. A bizonyitas soran azt mutattuk meg, hogy az ||z|| = 1
feltétellel 27 AT Az kifejezés minimalis, ha = értékének az AT A métrix legkisebb
sajatértékéhez tartozé sajatvektort valasztjuk. Mindez akkor is igaz, ha 27 Bz
értékét szeretnénk minimalizalni. Természtesen ekkor B legkisebb sajatértékéhez
tartoz6é sajatvektort keressiik. Ha nem minimalis értéket, hanem maximaélisat
keresiink, a két bizonyitasbol kovetkezik, hogy B legnagyobb sajatértékéhez tar-
toz6 sajatvektor a megoldas.



