
Szinguláris érték szerinti felbontás(emlékeztet®)Hajder Levente2003. 04. 09.F®komponens analízis (PCA)

1. ábra. F®komponensek problémájaCél: Megtalálni azt az ortonormált bázisrendszert, amelyekbe az eredetipontokat áttranszformálva és az utolsó (m−k) bázist elhagyva a hibanégyzetekösszege minimális.
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, AAT = E és A mérete m × nAz eredeti, m dimenziót k-ra szeretnénk sökkenteni. Az utolsó (m − k)koordináta elhagyásából származó hiba:
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φj (2)Széls®érték keresés Lagrange multiplikátoros módszerrel (feltétel:φT · φ = 1) :
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φj = λjφj (5)Tehát széls®érték az XXT sajátvektorainak választásával adódik.Az így keletkezett hiba:
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λj (6)Tehát A mátrix sorainak XXT sajátvektorait érdemes választani, és ezekközül a legkisebb sajátértékekhez tartozó sajátvektorokat elhagyni.A megmaradó sajátvektorok alkotják az új rendszer bázisvektorait.Példa: arfelismerés új bázisai (eigenfaes � sajátarok):F®komponens analízis lehetséges alkalmazási területei
• adattömörítés (veszteséges)
• lényegkiemelés (informáió dimenziójának sökkentése)
• mátrixok rangjának sökkentése
• stb.Mátrixok sajátértékei és -vektoraiProbléma/1 (kvadratikus mátrix sajátértéke):

Ax = λx

(A− λE)x = 0Megoldás: det (A − λE) = 0A determináns λ-ra nézve n-edfokú polinom, amelynek n darab (komplex, denem feltétlen különböz®) gyöke van.Probléma/2 (mátrix spektrálfelbontása): Faktorizálni lehet-e egy A mátri-xot A = UΛVT alakban, ahol Λ diagonálmátrix, és UVT = E?
• A két probléma összefügg: ha létezik spektrálfelbontás, U az A mátrixjobb oldali sajátvektorait, VT a bal oldali sajátvektorait, Λ a sajátérté-keket tartalmazza. 2



Sajátérték/sajátvektor tételekTétel: Szimmetrikus mátrix sajátértékei valós számok.De�níió: Egy A mátrix normális, ha igaz, hogy ATA = AAT .De�níió: Egy U mátrix ortonormált, ha igaz, hogy UUT = E.Tétel: Szimmetrikus mátrixok esetében a spektrálfelbontásból származó Ués V mátrixok megegyeznek (tehát U = V), azaz az A mátrix ortogonálistranszformáióval diagonalizálható.
A = UΣUT (7)Az így kapott U mátrixot az A mátrix modálmátrixának nevezik.Megjegyzés: Ha A komplex elemeket is tartalmazhat, az állítás normálismátrixokra igaz.Tétel: A különböz® sajátértékekhez tartozó sajátvektorok lineárisan függet-lenek egymástól.Tétel: Ha a szimmentrikus An×n mátrix rangja m, akkor n − m darabsajátérték nulla lesz.Tétel: A pozitív szemide�nit mátrixok (melyekre igaz, hogy ∀x : xTAx ≥ 0)valamennyi sajátértéke nemnegatív.Megjegyzés: Az AT A mátrix pozitív szemide�nit.Tétel: A spektrálfelbontásban a sajátértékek (a hozzájuk tartozó sajátvek-torokkal együtt) sorrendje felserélhet®.Szinguláris érték szerinti felbontás (SVD)De�níió: Az AAT mátrix sajátértékeinek négyzetgyökét (sorba rendezve: σ1 ≥

σ2 ≥ · · · ≥ σr > σr+1 = · · · = σn = 0) szinguláris értékeknek nevezzük, ahol
Am×n r-edrangú általános mátrix.Tétel: (mátrix szinguláris érték szerinti felbontása) legyen A tetsz®leges m× ntípusú valós elem¶ mátrix, és tegyük fel, hogy m ≥ n. Ekkor létezik olyan
n-edren¶ U és m-edrend¶ V, ortonormált mátrix, hogy:

A = UΣVT ahol Σm×n =
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}m − nA σi számok az A szinguláris értékei, V az ATA modálmátrixa, U pedig az
AAT modálmátrixa.SVD felhasználasi lehet®ségei

• Ahol a f®komponens analízis használható (Az SVD az XT X sajátértékeita V modálmátrixban megadja, az új bázisban a koordinátákat pedig az
UΣ-ból ki lehet olvasni)� lényegkiemelés� rangsökkentés (és -számítás)� tömörítés 3



• Determináns meghatározására: |A| = ±|Σ|

• Pszeudoinverz meghatározására: A† = VΣ†UTHivatkozások[1℄ Rózsa Pál: Lineáris Algebra és alkalmazásai, Tankönyvkiadó, 1991.[2℄ Horváth Gábor (szerk.): Neurális hálózatok és m¶szaki alkalmazásai, M¶-egyetemi Kiadó, 1998.
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