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Fékomponens analizis (PCA)

1. 4bra. F6komponensek problémaéja

Cél: Megtalalni azt az ortonormalt bézisrendszert, amelyekbe az eredeti
pontokat attranszformélva és az utolsé (m — k) bézist elhagyva a hibanégyzetek
Osszege minimalis.
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Az eredeti, m dimenziot k-ra szeretnénk csokkenteni. Az utolsé (m — k)
koordinéta elhagyasabdl szarmazoé hiba:
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Szélstérték keresés Lagrange multiplikatoros médszerrel (feltétel:p? - ¢ = 1) :
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Tehat szélsGérték az XX7 sajatvektorainak valasztasaval adédik.
Az igy keletkezett hiba:
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Tehat A métrix sorainak XX7 sajatvektorait érdemes valasztani, és

koziil a legkisebb sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat elhagyni.
A megmaradé sajatvektorok alkotjik az 0j rendszer bazisvektorait.

Példa: arcfelismerés j bazisai (eigenfaces sajatarcok):
Fékomponens analizis lehetséges alkalmazasi teriiletei

e adattomorités (veszteséges)

e lényegkiemelés (informacio dimenziojanak csokkentése)

e matrixok rangjanak csokkentése

e sth.

Matrixok sajatértékei és -vektorai

Probléma/1 (kvadratikus matrix sajatértéke):

Ax = Ix
(A—AE)x =0
Megoldas: det (A — AE) =0
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A determinéns A-ra nézve n-edfoku polinom, amelynek n darab (komplex, de

nem feltétlen kiilonb6z6) gyoke van.

Probléma/2 (matrix spektralfelbontésa): Faktorizalni lehet-e egy A métri-

xot A = UAVT alakban, ahol A diagonalmétrix, és UV’ = E?

e A két probléma Osszefiigg: ha létezik spektralfelbontas, U az A métrix
jobb oldali sajatvektorait, VT a bal oldali sajatvektorait, A a sajatérte-

keket tartalmazza.



Sajatérték /sajatvektor tételek

Tétel: Szimmetrikus matrix sajatértékei valds szamok.

Definicié: Egy A métrix normaélis, ha igaz, hogy ATA = AAT.

Definicié: Egy U métrix ortonormalt, ha igaz, hogy UU” = E.

Tétel: Szimmetrikus matrixok esetében a spektralfelbontasbol szarmazo U
és 'V matrixok megegyeznek (tehat U = V), azaz az A métrix ortogonalis
transzformaciéval diagonalizalhato.

A =UxU” (7)

Az igy kapott U matrixot az A matrix modalmatrixanak nevezik.

Megjegyzés: Ha A komplex elemeket is tartalmazhat, az allitds normalis
métrixokra igaz.

Tétel: A kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linedrisan fiigget-
lenek egyméstol.

Tétel: Ha a szimmentrikus A™*" métrix rangja m, akkor n — m darab
sajatérték nulla lesz.

Tétel: A poritiv szemidefinit matrixok (melyekre igaz, hogy Vx : xT Ax > 0)
valamennyi sajatértéke nemnegativ.

Megjegyzés: Az AT A méatrix pozitiv szemidefinit.

Tétel: A spektralfelbontésban a sajatértékek (a hozzajuk tartozo sajatvek-
torokkal egyiitt) sorrendje felcserélhetd.

Szingularis érték szerinti felbontas (SVD)

Definicio: Az AAT matrix sajatértékeinek négyzetgyokét (sorba rendezve: oy >
09 > -+ > 0p > 0pp1 = -+ = 0, = 0) szingularis értékeknek nevezziik, ahol
A™*" redranga altalanos matrix.

Tétel: (méatrix szinguléris érték szerinti felbontéasa) legyen A tetszéleges m x n
tipusu valos elemd maétrix, és tegyiik fel, hogy m > n. Ekkor létezik olyan
n-edrentd U és m-edrendd V, ortonormalt matrix, hogy:
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A o; szamok az A szingularis értékei, V az AT A modalmatrixa, U pedig az
AAT modalméatrixa.

SVD felhasznalasi lehetdségei

e Ahol a f6komponens analizis hasznalhaté (Az SVD az XX sajatértékeit
a 'V modalméatrixban megadja, az Gj bazisban a koordinatakat pedig az
UX-bol ki lehet olvasni)

— lényegkiemelés
— rangcsokkentés (és -szamitas)

— tOmorités



e Determinans meghatéarozasara: |A| = £|X|

e Pszeudoinverz meghatarozasara: At = vEiUT
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