NUMERIKUS OPTIMALIZALAS

HAJDER LEVENTE 2007.10.17.

1. BEVEZETES

A szamitogépes rekonstrukecio sorén elfordulnak olyan problémak. amelyekre
nem tudunk zart alakd optimalis megoldas adni. Ebben az esetben segitenek
a numerikus moédszerek, amellyek a megadott hibafiiggvényt probaljak meg egy
meghatéarozott helyrsl csdkkenteni.

Sok esetben az is segit az eredetileg meghatarozott hibafliggvényiinkdn, ha azt
moédositjuk, és az eredetitdl eltérs hibafiiggvényt optimalizalunk, amely kozel ugyanazt
a megoldast szolgaltatja, mint az eredeti. Ebben az esetben is pontosithatunk a
kapott megoldason numerikus optimalizalas segitségével

2. TAYLOR-SOROS KOZELITES

A numerikus megoldasainkhoz a legtébb esetben sziikség lesz egy megadott
helyen a kolségfiiggvény alakjara. Jeloljikk J(z)-szel a koltségfiiggvény, ahol x =
(z1,22,. .., xn)T egy n-dimenzids valtozokat tartalmazo vektor. Az xg pontban a
koltségfiiggvényiinket igy tudjuk meghatéarozni:

1
J(zo + Ax) = J(z) + VJ(2)F Az + EAmTVQJ(xO)Ax +...

ahol egyrészt a keletkez§ harmadfokd és ennél is magasabb fokt tagokat el-
hanyagoljuk, masrészt VJ(x) jeloli a gradiensét a J(z) fliggvénynek:

0J(x)
Oz

0J(x)
Oz

VJ(z) =

9J(z)
Oy,

V2J(z) pedig a mésodik parcialis derivaltbol képzett matrix:

8% J(x) 8%J(x) . 8% J(x)
O0x3 Ox10x2 0110z,
82J(x) 8%J(x) 8% J(x)
9 Ox2011 Ox2 0%, 0Ty
Hy(py = V2J(z) = :
8% J(x) 8%J(x) . 8%J(x)
O0x,0x1 O0x, 012 ox2

A H j(,) matrixot Hesse-féle matrixnak hivjak.
Megjegyzés: egyvaltozos esetben a Taylor sor az analizisbél jol ismert alakban
irhat6 fel:

’ "io 1"
J(x + Azx) = f(xo) + @Aer %AIQ + %Azs +...
1
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3. GRADIENS MODSZER

A gradiens modszer a numerikus eljarasok koziil a legegyszeriibb. Egy megadott
x; pontban tugy lehet cs6kkenteni a hibafliggvény értékét, ha a gradienssel ellentétes
irdnyba lépiink:

Tit1 = T4 — OZZVJ(ll)

Ezt a modszert nevezziik gradiens modszernek. Az eljaras addig tart, amig a gradi-
ens értéke elég kicsi nem lesz (ha a gradiens nulla, akkor érkeztiink szélsGértékhez).

A gradiens modszer kiegészitése a konjugélt gradiens modszer. Ebben az esetben
a gradiens irdnyat az Gn. konjugalt irdnnyal moédositjuk, és ugy lépiink tovabb.
Nagy el6nye, hogy n-dimenzids kvadratikus hibafeliiletnél n lépésben a minimumba
konvertal. (Sajnos hibafeliileteink nem kvadratikusak, de ha azok lennének, zart
alaki megoldéssal egy lépésben is ki lehetne szamitani.) Hasznélatat itt most id6
hidnyaban nem kozoljiik.

Fontos kérdés «; valos skalar meghatarozasa. A sima gradiens modszernél kon-
stansnak szokas venni, de léteznek szofisztikaltabb szamitésok is, ahogyan azt a
Newton-modszenél is latni fogjuk.

4. NEWTON-MODSZER

Egydimenzios esetben irtuk (mésodik derivaltig megtartva), hogy

J(z + Az) = f(z0) + flgTO)A‘T 4 f“;i!vo)

Azt szeretnénk, hogy a Az szerinti elmozdulas a minimumot adna. Ezért de-
rivaltni kell a J(x + Ax) fliggvényt Ax szerint, és zérussal kell egyenlévé tenni:

Ax?

0J(x + Ax
PTG BT (o) + (o)A = 0
Azar. Az = — 5% adodik.
Tobbdimenzios esetben a parcialis derivalt igy néz ki:
aJ((E() —+ ALC)

Ebbél pedig adodik, hogy

Az =—Hy! VJ(x)

5. GAUSS-NEWTON-MODSZER

A Gauss-Newton moédszer szintén numerikus optimalizalasra vald, és a “sima”
Newton-modszerbél szérmaztathato. Az eredeti Newton-féle numerikus eljarasnal
az alabbi Osszefliggés segitségével végzi az iteraciot:

Tipr = xi — Hy o VI ()

Tegyiik fel, hogy J(z)-et az alabbi alakra lehet hozni:

m

J(x) = (filx)* = f)" f(x)

i=1
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ha f(2)7 = [fi1(2), fo(x), ..., fm(z)]. Ugy kell elképzelni, hogy a hibafiiggvényiink
legkisebb négyzetes alakban adott, és 6sszesen m darab - magaban skalar - elemre
lehet bontani, melyek négyzetét adjuk tssze. Ebben az esetben J(z) gradiensét az
alabbi alakban ifrhatjuk fel:

VJ(z) = 2V () f(2)
ahol V f(z) most egy m X n-szeres matrixot jeldl (amit Jacobi-matrixnak szokas
nevezni):

ofix)  Afim) .. Ofi(x)

Ozt Ox? ox™
Ofa(z)  Ofa(z) dfa(x)

Vi@=] o e o
fm(z)  Ofm(x) . Ofm(z)

Ozl Ox2 dzn

Ezt tgy tudjuk belatni, hogy felirjuk a tetszéleges x* szerinti parcialis derivaltat:
(A valtozok megkiilonboztetésére most kivételesen felss indexet hasznéalunk, mert az
als6 indexet mar az iteracié szdmara felhasznéltuk. Ezért x = [z1, 22, ..., 2" jeldli

most a valtozovektorokat.)

J(x) > o(filz 8fl
= 2f;
Ok 8x’f Z filw axk
Ezt pedig az f(z) gradiens vektoranak a k-dik eleme megszorozva f;(z)-ek Osszegével.
A Hesse matrix Osszedllitasdhoz sziikség van a mésodik parcilis derivaltakra:

oJ(z) dfi(x) dfi(x) 0% fi(x)
= 2 i
Oxhzx!t Z < drk  Oxk Al )axkaxl
Ha a masodik tagot elhagyjuk, atirhatjuk az Osszefiiggésiinket:

9J(z) Ofi(x) fi(x)

: NQZ( ozt Ozk >

Ennek az elhanyagolasnak az az el6nye, hogy nem kell a masodik parcidlis de-
rivaltakat kiszamitani, hanem elég az els§ derivaltak szorzataval dolgozni. Mindez
akkor igaz, ha az egyes f;(x)-ek értéke kicsi, azaz a hibafliggvényiink viszonylag
kicsi értékeket tartalmaz.

A Hesse matrix ebben az esetben az alabbi alakra egyszertisddik le:

H j(zg) = 2V f(2)TV f(2)
Maga az optimalizdlas pedig tovabbra is egy iteracio, amelyet a visszahelyettesitések
elvegzésével az alabbi alakra hozhatunk (a 2-és konstansokat elhanyagolhatjuk):

ip1 = i — (V@) V(@) V)" )

6. LEVENBERG-MARQUARDT ALGORITMUS

A Levenberg-Marquard algoritmus az egyik leggyakrabban alkalmazott numerikus
optimalizalasi médszer. Miik6dése nagyon egyszerti: ugyanigy iterativ eljaras, mint
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a korabbiak; és a paraméter megvaltoztatasat a Gauss-Newton és a gradiens mod-
szer keverésével végzi. Keverés alatt silyozast ertiink. Egy iteracié az aldbbi Gssze-
fliggeés segitségével modositja az optimalizalandd paramétert:
-1
Tip1 = T — [(Vf(l’i)TVf(mi)) + )\E} V()" f(x)
ahol A egy paraméter, melyet noveliink/illetve csokkentiink az iteracio soran,
annak fiiggvényében, hogy sikeriilt-e a hibat, azaz a J(x) fliggvényt cstkkenteni.
Ha csokken a hiba, A-t noveljiik, és gradiens médszerré alakul az eljaras, ha novek-
szik a hiba, visszelépiink, és A-t csokkentjiik (azaz a szofisztikaltabb Gauss-Newton
modszer sulyat noveljik).



